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摘要 

 本文运用分段式筛法（segmented Eratosthenes’ sieve）推导出最先由法国数学家波利尼亚克

（Alphonse de Polignac）于 1849 年提出的猜想，即任意相邻的两个素数之差等于一个偶数， 

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘  + 2ℎ. (ℎ=1,2,3,…) 

可用数学归纳法证明，对于任意𝑘值，上述公式均成立。。 

 

1. 序言 

 波利尼亚克猜想（Polignac’s conjecture）最早由法国数学家波利尼亚克（Alphonse de 

Polignac）于1849年发表的两篇论文中所提出：一篇是他在该年10月15日提交给法兰西科学院的研

究报告[1]，而另一篇是同年底他发表在法国《纳维尔数学年刊》（Nouvelles Annales de 

Mathématiques）上的论文[2]，后者基本上是前者的一个较短的版本。在这些论文（或报告）的

最后一节，作者写道：“第1定理：存在无穷多组两个相邻素数对，其差等于一个偶数。”虽然作

者称之为“定理”，但其论文本身并无推导或是证明，故后世数学家一般都把波利尼亚克的结果

看作是猜想而非经过确证的定理。本文中，作者试图基于筛法理论，直接推导出相邻素数与任意

偶数之间的关系式。在下面的一节，我们首先描述分段式筛法（segmented Eratosthenes’ 

sieve），由此产生素数按分段长度的分布图；接下来根据该分布图，推导出相邻素数与任意偶数

之间的公式（也即波利尼亚克猜想的数学描述）并用数学归纳法予以证实。 
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2. 分段式筛法和不寻常素数分布图 

在分段式筛法中，自然数被分割成不同大小的数值间隙（intervals）[3]：𝑆1(4,8), 𝑆2(9,24), 

𝑆3(25,48), … , 𝑆𝑘(𝑝𝑘
2  , 𝑝𝑘+1

2 − 1)（𝑘 ≥ 1）。为求得每个简隙内的素数，须剔除不大于√𝑝𝑘
2 (即𝑝𝑘)

的所有素数{𝑝1, … , 𝑝𝑘}的倍数。另外定义“种子”区间𝑆0(1,3)，因为该区间没有任何合数，故过

筛后得到两个素数2和3。接着在区间𝑆1、𝑆2、𝑆3、…分别剔除素数{2}、{2,3}、{2,3,5}、…的倍

数，直至无任何合数存在。值得指出的是，每区间下限值的平方根正好等于用来筛选该区间的素

数组的最后那个素数，如对于𝑆2(9,24)是素数3，而在𝑆3(25,48)则是素数5，等等。若定义𝑝𝑘,𝑙𝑎𝑠𝑡为

素数组的最后那个素数，则有下式： 

𝑝𝑘 = 𝑝𝑘,𝑙𝑎𝑠𝑡 .  (𝑘 ≥ 1)                                                             (1) 

式中𝑝𝑘是每区间的下限值平方根。 

       表1示出了采用分段式筛法获取素数的部分结果（因篇幅有限，仅列出前面5个区间的结

果）。𝑝𝑘
2 和 𝑝𝑘+1

2  分别为区间𝑆𝑘的上、下限值；𝑙𝑘是区间𝑆𝑘的长度，定义为 𝑙𝑘 : = |𝑆𝑘| = 𝑝𝑘+1
2 − 𝑝𝑘

2  

[6]。 

Table 1: 在前5区间(𝑆1~𝑆5)的筛选结果。来自初始区间 (𝑆0) 的结果也一并列出。 

𝒌 𝒑𝒌,𝒍𝒂𝒔𝒕 𝒑𝒌+𝟏
𝟐  𝒍𝒌 每个区间𝑺𝒌产生的素数 

(初始区间) 2 4 3 𝑆0: 2{2,3} 

1 2 9 5 𝑆1: 2{5,7} 

2 3 25 16 𝑆2: 5{11,13,…,23} 

3 5 49 24 𝑆3: 6{29,31,…,47} 

4 7 121 72 𝑆4: 15{53,59,…,113} 

5 11 169 48 𝑆5: 9{127,131,…167} 
…     

  

 现在可绘出素数𝑝𝑘,𝑙𝑎𝑠𝑡 𝑣𝑠.  𝑙𝑘图，或𝑝𝑘  𝑣𝑠.  𝑙𝑘图（根据式（1），𝑝𝑘,𝑙𝑎𝑠𝑡和𝑝𝑘相同），如图1所

示。 
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Fig.1.  𝑝𝑘 𝑣𝑠. 𝑙𝑘.  为简明见，只使用了起始的167素数，即𝑝𝑘={3, 5, …, 997}。注意素数2因为不

能落在任何曲线，故没有包括。 

 

 令人惊奇地是，所有素数并不是落在同一曲线上，而是分布在不同曲线上；每个素数也只能

落在其中一个曲线上（不能同时落在两曲线上）。另外，所有曲线能被一简单的线性回归模型描

述，且其斜率和截距呈有规律地变化： 

       直线 (1): 𝑝𝑘,1 = 𝑙𝑘/4 − 1; 

                (2): 𝑝𝑘,2 = 𝑙𝑘/8 − 2; 

                       (3): 𝑝𝑘,3 = 𝑙𝑘/12 − 3; 

                     (4): 𝑝𝑘,4 = 𝑙𝑘/16 − 4; 

      …… 

遵从如下一般线性方程： 

                                         𝑝𝑘,ℎ = 𝑙𝑘/4ℎ − ℎ,  (ℎ = 1,2,3, …)                                       (2) 

 

式中ℎ是一正整数，不随𝑘变化。很显然图1中的那些直线能被ℎ唯一地确定：当ℎ增加时，相邻直

线的斜率按1/ℎ因子减少；其截距也随之减少ℎ单位。图1中显示出的那种奇特的素数分布其实也

是因为受ℎ的影响所致：即每条直线代表了具有同一ℎ值的所有素数，例如ℎ = 1的所有素数都落

在直线（1）上，所有ℎ = 2的素数落在直线（2）上，…等等。而当一新的直线出现时，意味着必

须要有一由不同素数所共有的相对应的新的ℎ值。 
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3. 相邻素数与偶数的相关性 

基于式（2），我们现在可以推导出相邻素数与偶数之间的相关性。根据定义，区间长度 𝑙𝑘 =

𝑝𝑘+1
2 − 𝑝𝑘

2,  将此式代入式（2）并消掉𝑙𝑘，可得 

                                        𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 + 2ℎ.  (ℎ = 1,2,3, … )                                        (3) 

   此式正是波利尼亚克猜想中所描述的“两个相邻素数对，其差等于一个偶数”！从上面的分

析推导过程，我们可清楚地看到区间长度（𝑙𝑘）从中起了非常关键的作用，因为正是从𝑝𝑘  𝑣𝑠.  𝑙𝑘

图（图1），我们才发现了不寻常的素数分布并推导出式（2）和式（3），所有这些无疑得益于分

段式筛法，而传统的筛法（例如波利尼亚克所使用的那种）是难以做到的。 

 式（3）对于任意素数的可适用性可通过数学归纳法进行证实。考虑素数系列

{𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, … 𝑝𝑛}（𝑝1 = 2）。如前所述，素数2不能归于任何𝑝𝑘~𝑙𝑘直线，故可忽略，而从 𝑝2 =

3开始。假如𝑛 = 2, 则从式（3）, 𝑝3 − 𝑝2 = 5 − 3 = 2. 因此对于𝑛 = 2，式（3）成立。现在又假

设当 𝑛 = 𝑘时， 𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘 = 2ℎ  (ℎ = 1,2,3, … )也成立，则从式（2）， 有 

𝑝𝑘+1 = 𝑙𝑘+1/4ℎ − ℎ,  或 

𝑙𝑘+1 = 4ℎ𝑝𝑘+1 + 4ℎ2 = 4ℎ𝑝𝑘 + 12ℎ2.                               (4) 

另外根据定义, 𝑙𝑘+1 = 𝑝𝑘+2
2 − 𝑝𝑘+1

2 , 因此,  

𝑙𝑘+1 = 𝑝𝑘+2
2 − 𝑝𝑘+1

2 = 𝑝𝑘+2
2 − (𝑝𝑘

2 + 4ℎ𝑝𝑘 + 4ℎ2)                            (5) 

从式(4) and (5)消掉𝑙𝑘+1, 则有 

𝑝𝑘+2
2 = 𝑝𝑘

2 + 8ℎ𝑝𝑘 + 16ℎ2 = (𝑝𝑘 + 4ℎ)2, 

进而得到  𝑝𝑘+2 − 𝑝𝑘 = 4ℎ, 或 𝑝𝑘+2 − 𝑝𝑘+1 = 2ℎ. 所以式（3）对于𝑛 = 𝑘 + 1也成立。这就证明了

式（3）对于任意素数均成立。 

 

4. 结论 

(1)   采用分段式筛法发现素数𝑝𝑘（>2）与区间长度𝑙𝑘之间存在着不寻常的相关性，可用下面线

性方程准确地描述:(式（2）) 
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𝑝𝑘,ℎ = 𝑙𝑘/4ℎ − ℎ.  (ℎ = 1,2,3, …) 

 

(2)  基于式（2），推导出如下描述波利尼亚克猜想的数学公式：（式（3）） 

𝑝𝑘+1 = 𝑝𝑘 + 2ℎ.  (ℎ = 1,2,3, … ) 

其中𝑝𝑘、𝑝𝑘+1是两个相邻且均大于2的素数。数学归纳法证明，式（3）对于任意素数均适

用。 
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